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1 Einleitung

1.1 Ziele der Portfolio- und Kapitalmarkttheorien

Gegenstand kapitalmarkttheoretischer Modelle ist die Bewertung risikobehafteter
Vermdogenspositionen auf den Kapitalmarkten unter besonderer Beriicksichtigung

des mit der Anlage verbundenen Risikos.

Durch die Finanzierungstheorie sind maf3gebliche und zugleich praxisrelevante
Konzepte im Bereich des Wertpapiermanagements entwickelt worden, so z.B. die
Portfoliotheorie von Markowitz oder die Optionsbewertung nach Black und Scho-

les.

Das Ziel der in dieser Arbeit beschriebenen Portfolio- und Kapitalmarkttheorien ist
es, die Markte fir Vermogenswerte zu analysieren und mittels eines mathemati-
schen Modells zu beschreiben. Fir diese Analyse ist ein allgemeines Gleichge-
wichtsmodell erforderlich.* Im Grundlagenteil der Arbeit wird das Marktmodell fiir
Gleichgewicht bei Sicherheit und bei Unsicherheit kurz beschrieben. Des weiteren
wird die, fur die nachfolgenden Kapitel notwendige, mathematische Herleitung der
Arbitragepreisbildung dargestellt sowie das Arrow und Debreu Marktmodell ein-

gefuhrt.

Das dritte Kapitel befal3t sich mit der Risikoreduktion durch Diversifikation sowie

der von Markowitz entwickelten Theorie Uber effiziente Portfolien.

Im vierten Kapitel werden schlie3lich die in der Praxis relevanten einperiodischen
Asset-Pricing Theorien, insbesondere das Capital-Asset-Pricing-Modell (CAPM)
und die Arbitrage-Pricing-Theory (APT), dargestellt, sowie ein Einblick in mehrpe-
riodische Asset-Pricing Theorien gegeben. Die beschriebenen Asset-Pricing Mo-
delle werden in der Praxis angewendet, um das Verhalten von Anlegern auf den
Kapitalmarkten zu analysieren und beschreiben und hieraus (theoretische) Preise

fur die an den Kapitalmarkten gehandelten Wertpapiere abzuleiten.

1 Vgl. Varian, H. (1994): S. 372.



1.2 Ein kurzer historischer Uberblick der Entwicklung der

Finanzmarkttheorie

Erste Modelle der Finanzmarkttheorie wurden Anfang der 50er Jahre von Arrow
und Debreu entwickelt. Es handelte sich hierbei um erste Annahmen wie das 6ko-
nomische Marktmodell bei Sicherheit fir die Anwendung bei Unsicherheit erwei-
tert werden kann. Hierzu wurde der Entscheidungsraum um zuklnftige unsichere
Zustande erweitert und mittels eines mathematischen Modells beschrieben.
Ebenfalls in den flunfziger Jahren entwickelten Modigliani und Miller eine Theorie
uber die Anderung der Dividenden- bzw. Zinshéhe von Aktien (equity) und festver-
zinslichen Wertpapieren (dept) eines Unternehmens bei einer Veranderung der
Finanzierungsstruktur (dept-equity-swap) des Unternehmens unter der Annahme

der Nichtexistenz von risikolosen Arbitragegewinnen.

Einen weiteren Meilenstein bei der Entwicklung der Kapitalmarkttheorie lieferte
Markowitz mit seiner Theorie der Portfoliodiversifikation zur Reduzierung des

Portfoliorisikos.?

In den 60er Jahren gab es zwei groRe Weiterentwicklungen im Bereich der Kapi-
talmarkttheorie. Hirshleifer Ubertrug das Arrow-Debreu-Modell auf grundlegende
Probleme der Finanzmarkte.® Sharpe, Lintner und Mossin® zeigten, wie das Mo-
dell von Markowitz auf ein allgemeines Marktmodell bei Gleichgewicht angewen-
det werden kann. Die Kernaussage ihrer Arbeiten ist, dal3 jeder Anleger an den
Kapitalmarkten sein individuelles Portfolio durch eine Linearkombination eines
risikolosen Wertpapieres und dem Marktportfolio abbilden kann. Das Modell von

ihnen entwickelte Modell ist unter dem Namen CAPM-Modell bekann.

Von Merton wurde das von Sharpe-Lintner-Mossin-entwickelte einperiodische

CAPM zu einem mehrperiodischen Modell weiterentwickelt.”

2 Vgl. Markowitz, H. (1959); auf diese Theorie wird in Kapitel 0 noch naher eingegangen.
% vgl. Hirshleifer, J (1965).

“Vgl. Sharpe, W. (1964), Lintner, J. (1965) und Mossin, J. (1966).

®Vgl. Merton, R. (1973).



2 Grundlagen

Ziel der Analyse von Markten fur Vermogenswerte ist die Ermittlung des Preises
der Vermogenswerte bzw. die zu erwartende Rendite. Grundlegend fir diese

Analyse sind die folgenden drei Aspekte:
Gleichgewichtsmodelle bei Sicherheit und Unsicherheit
Arbitragepreisbestimmung

Arrow und Debreu Marktmodell

2.1 Gleichgewicht bei Sicherheit

In einer ,sicheren Welt" ist der zuklnftige Wert eines Anlagegutes gleich dem ab-
gezinsten Gegenwartswert der Ertrage aus diesem Anlagegut. Den Gegenwarts-
wert erhalt man, indem die kiinftigen Zahlungen auf den Betrachtungstag mit Hilfe

eines Kalkulationszinses abgezinst werden. Dies geschieht mit Hilfe folgender

Formel:®

n

g Z
Vo=a t

"\t

=1 (1+1)
t: Einzelne Perioden von 1 bis n
Vo Gegenwartswert
Z: Zahlungstiberschisse (Einzahlungen — Auszahlungen) im Zeitpunkt t

i Verwendeter Kalkulationszinsful® bzw. Ertragsrate

Gleichung 2-1

Diese Gleichung muf3 bei Gleichgewicht erfillt sein, da sich andernfalls risikolose
Arbitragegewinne realisieren lie3en. Wird die Betrachtung auf das Zwei-Perioden-

Modell beschrankt, so vereinfacht sich die Formel zu:’

® vgl. Perridon, L. / Steiner, M. (1988): S. 51.
"Vgl. Varian, H. (1994): S. 372.
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Gleichung 2-2

Gleichgewicht bei Sicherheit bedeutet daher, dal’3 alle Vermdgensgegenstande

mit einem sicheren Ertrag den gleichen Ertrag haben mussen.

2.2  Gleichgewicht bei Unsicherheit
Die Ermittlung eines Gleichgewichtspreises bei Sicherheit ist flr praxisrelevante

Aussagen unbrauchbar. Daher muf3 ein Modell fur die Bestimmung des Gleichge-

wichtspreises bei Entscheidung unter Unsicherheit entwickelt werden.

Grundlegend fiur ein solches Modell ist das von Arrow und Debreu entwickelte
Marktsystem. Dieses System basiert auf dem eindimensionalen Modell, welches
um mogliche zuklnftige Zusténde (S) der Marktentwicklung erweitert wurde (vgl.
Abbildung 1).

Eindimensionales Marktmodell Zweidimensionales Marktmodell

Abbildung 1: Zweiperiodische Marktmodelle®.

Mit diesen S-Zustanden ist es moglich die Unsicherheit zu modellieren. Hierzu
wird eine Zufallsvariable X definiert, welche mit der Wahrscheinlichkeit w den
Wert X;s annimmt. Ubertragt man dieses Modell auf die Nutzenfunktion eines Kon-

sumenten, so ergibt sich folgende Form:’

® Vgl. Milne, F. (1995): S. 89.
®Vgl. Milne, F. (1995): S. 21.




S
U (%, %%s) = @ U(Xo, X)W,
j=1

Gleichung 2-3: Nutzenfunktion bei Unsicherheit.

Mégliche Nutzenfunktionen u(x) sind hierbei:'°

u(x) =d(x,+a)¢ fur0<c<1
u(x)=1 In(dx,+a) a >0
u(x) =1 exp(dx,)) 1,d<0

Gleichung 2-4

Abbildung 2 veranschaulicht die Konstruktion einer Indifferenzkurve in der Kon-

sumbtindelebene (x4, x,) aus den Nutzenfunktionen u(x;) und u(x,). *

u(%z)

u(xy)

Abbildung 2: Konstruktion der Indifferenzkurve in der x;, X, — Ebene.

2.3  Arbitragepreisbestimmung

Im Zwei-Perioden-Fall ergibt sich aus diesen Gleichungen fir den Konsumenten

das Maximierungsproblem:

°vgl. Milne, F. (1995): S. 22.
1vgl. Milne, F. (1995): S. 22.



MaxU (X, %;,...%s) X3 0

Nebenbedingung :

K —
X = é Zga, +x s=1.3

j=1
Gleichung 2-5

Hierbei stellen die Z; ... Zy die Rickzahlungen der K-Vermdgenswerte zum Zu-

stand s dar.

xist die verflgbare Ausstattung zum Zustand S.

In Preisen ausgedrickt ergibt sich als weitere Nebenbedingung zum Zeitpunkt t=0

die Budgetrestriktion
&

PoX t A P;3; =W
i=1

Gleichung 2-6
Durch Umformung erhélt man:

MaxV(x,,a) X,,as 0

Nebenbedingung :

K
PoXo é. P;q; =W,

j=1
mit

&k 0
V(%,a)°U(X,.6a Z4a, =
j=1 [}

Gleichung 2-7

Mit diesen Definitionen ist es mdglich, die Rolle der Arbitrage bei der Vermo-

genszuweisung und —preisbildung zu analysieren.



Unter der Annahme der Existenz eines Wertpapieres, dessen Rickflul3 eine Line-
arkombination der Ruckflisse der tbrigen, linear unabhangigen Wertpapiere dar-

stellt, so dal3 gilt

Gleichung 2-8

Befindet sich der Konsument in einem Optimum, so daB (x, ,a ) das oben ange-
gebene Maximierungsproblem |6st (vgl. Gleichung 2-7), dann &Rt sich eine Indiffe-

renzoberflache definieren:

s o {al R¥V(x )=V}

Gleichung 2-9

Somit ergibt sich aus Gleichung 2-8 die durch den Linearfaktor a; variierbare
Gleichung

K
a,Z,-qa,Z; =0

j=2
Gleichung 2-10

Unter der durch Gleichung 2-9 definierten Oberflache ist der Konsument beziglich
der, durch Variation von a; sich ergebenden Losungen, indifferent. Projeziert man
die Maxima der durch Gleichung 2-9 gegebenen Oberflache in die Wertpa-
pierebene, so ergibt sich die Indifferenzkurve fir das Nutzenmaximum des Kon-

sumenten wie in Abbildung 3 dargestellt. *?

2vgl. Milne, F. (1995): S. 38.
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Abbildung 3: Indifferenzkurve fir das Nutzenmaximum.

Besteht zwischen dem Preis fur das Anlagegut 1 und dem Preis fur das Gesamt-

portfolio nicht das Verhaltnis

K

p=aap .
j=2

Gleichung 2-11

so kann der Konsument durch Variation seiner Ausstattung risikolose Arbitrage-
gewinne erzielen. Er wird daher unbegrenzt handeln, und damit die Annahme ei-

nes bestehenden Optimums verletzen.

Ist beispielsweise
&
PL<aaib;.
j=2

dann kostet das Wertpapier 1 weniger als das Portfolio, obwohl beide Varianten
die gleichen Rickzahlungen haben und somit fir den Konsumenten den gleichen
Nutzen darstellen. Der Konsument wird daher seinen Anteil des Wertpapiers 1

erhohen und seine Portfolioanteile entsprechend reduzieren.*®

Bvgl. Milne, F. (1995): S. 39.



24  Arrow und Debreu Marktmodell

Eine Mdglichkeit das von Arrow und Debreu entwickelte Modell zu formulieren ist

es, die Wertpapiere des Marktes in einer Matrix

ézll ZlKl‘;l
_e: . : u
Z=5: f
a " Z«H

zu definieren, deren Zeilen die S zustandsabhangigen Ruckflisse der K Wertpa-

piere enthalten.

Die von Arrow definierte Ruckzahlungsmatix deren Spalten die sogenannten Ar-

row-Wertpapiere enthalt, nimmt folgende Gestalt an:

g 0 --- 0y
€ -
& 0 . ou
® - 0 1

Das j-te Arrow-Wertpapier liefert eine Riickzahlung unter der Bedingung daf3 Zu-
stand j eintritt. In allen anderen Zustanden betragt die Riuckzahlung des Wertpa-

piers j gleich null.

Gilt fur die Matrix Z Rang S = Rang K, d.h. die Matrix ist nicht singular, so kdnnen

durch das Halten eines Portfolios mit den Anteilen

éan alKl;j
_€. . - u
a—é. . 0
B - axh

der Wertpapiere Z die Arrow-Wertpapiere nachgebildet werden:

é . . l;l g . )
gm ZSKH Bl - axh
Weiterhin ergibt sich der Portfoliopreisvektor ps (fur die Zustande 1..S) in Abhan-

gigkeit vom Preisvektor der Wertpapiere pg zu:



éan alKl;j

-€: - u
Ps=ga: “a Pk

B a«H

Gleichung 2-12: Portfoliopreis zum Zustand S in Abhéngigkeit von den K Wertpapierpreisen.

Zu beachten ist dabei, dal3 durch die lineare Abhéngigkeit zwischen den Matrizen
Z und | alle Marktteilnehmer indifferent beziglich der Einfihrung der Arrow-

Wertpapiere sind.**

Enthalt ein Wertpapiermarkt Arrow-Wertpapiere, so kann der Preis fur ein oder
mehrere neu eingefiihrte Wertpapiere durch die Gleichung
ézll ZlK le u
_ e. . .. u_[ ]
P =Pk a: a=LP - P« B
8251 ZSK ZSj H
Gleichung 2-13: Preisvektor des Wertpapiers j.

bestimmt werden. Bezuglich der Einfihrung des neuen Wertpapieres j sind die

Marktteilnehmer aufgrund der linearen Abhangigkeit indifferent.

2.5 Definition der zentralen Begriffe der Arbeit
Die erwartete Rendite eines Einzelwertpapieres ergibt sich aus den (unsicheren)
Zuflissen gewichtet mit den Eintrittswahrscheinlichkeiten bezogen auf das einge-

setzte Kapital:

Z;w,
R=J%
VO

Qo

mit :

R: erwartete Rendite des Wertpapieres

Z, : Auszehlung zum Zudand |

w; : Eintrittsw ahrscheinl ichkeit des Zustands |
V, : Gegenwarts wert des Wertpapier es

Gleichung 2-14

¥ vgl. Milne, F. (1988): S. 825.
10




Die erwartete Rendite eines Portfolios von Wertpapieren ermittelt sich zu:

— K _
Ro=ga, R,
j=1
mit
R, : erwartete Portfolior endite

Rj : erwaretet Rendite desj- ten Wertpapier s
a,; :Antel des j- ten Wertpapiers am Portfolio

Gleichung 2-15

Die Varianz der erwarteten Rendite eines Einzelwertpapieres und eines Portfolios

von Wertpapieren berechnet wie folgt:

18 =
var(R) = <a (R - R)’
i=1
Zj
R =—
VO
mit

var(R) : Vaianz der Rendite desEinzdwert papieres
R: erwartete Rendite des Einzelwert papieres

Gleichung 2-16: Varianz eines Einzelwertpapieres.

Varianz eines Portfolios

_ & & &
va(R)=gajva(R)+q aaa coov(R,R)

j=1 ji=11=1

cov(R;,R) = (R - Ri)(R - R)
it
mit
va(R,) : Vaianz der Rendite desPortfolios aus K Wertpapieren
cov(R,,R) :Kovarianz zwischen Wertpaier j und |

Gleichung 2-17: Varianz eines Portfolios.

11



3 Portfoliotheorie

Die Portfoliotheorie liefert Aussagen Uber die Wahl des optimalen Portfolios unter

Beachtung der Praferenzen des jeweiligen Anlegers.

In Kapitel 3.1 werden allgemeine Voraussetzungen und Annahmen der Portefolio-
theorie beschrieben. Anschlie3end werden in Kapitel 3.2 die Grundlagen der Di-
versifikation zur Risikoreduktion sowie die Konstruktion von Markowitz-Effizienten
Portfolios erlautert. In Kapitel O wird abschliel3end das mathematische Modell zur

Begrindung der Diversifikation entwickelt.

3.1 Allgemeine Voraussetzungen und Annahmen

Die Portfoliotheorie geht von zwei Annahmen beziglich eines Anlegers aus:

1. Der Anleger trifft seine Entscheidungen ausschlief3lich auf Grundlage der bei-

den Parameter Risiko und Rendite.

2. Der Anleger ist risikoavers, d.h. er strebt bei vorgegebenem Risiko eine
Renditemaximierung bzw. bei vorgegebener Rendite eine Risikominimierung

an.

Das Risiko kann definiert werden als die negative Abweichung der zukinftigen
Rendite des Vermdgensgegenstandes von der erwarteten Rendite.*® Ein MaR fir
das Risiko ist daher die Wahrscheinlichkeit fir alle Zustéande, die eine geringere
als die erwartete Rendite ergeben. Die Anwendung dieser einseitigen Risikomes-
sung ist schwierig und nicht notwendig, sofern der Wahrscheinlichkeitsverteilung

eine symmetrische Funktion zugrunde liegt."®
Dieser Sachverhalt soll an einem Beispiel verdeutlicht werden.

Fur das in Abbildung 4 dargestellt Wertpapier errechnet sich die erwartete Ren-

dite zu:

R = 0,1(50%) + 0,2(30%) + 0,4(10%) + 0,2(- 10%) + 0,1(- 30%)
R=10%

5 vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 167.
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Zustand

4
5

Rendite
50%
30%
10%
-10%
-30%

Wahrscheinlichkeit
0,1
0,2
0,4
0,2
0,1

Abbildung 4: Zustand, Rendite und Wahrscheinlichkeit am Beispiel.

Auf das Beispiel aus Abbildung 4 bezogen bedeutet dies, dal? mit einer Wahr-

scheinlichkeit von 0,3 die Rendite des Anlagegutes kleiner als die erwartete Ren-

dite wird.

Abbildung 5 zeigt drei mogliche Verteilungen: Eine symmetrische, eine links- und

eine rechtsseitig schiefe Verteilung.

Symmetrische Verteilung

E
=
Q
=
T
=
?
£
(¢
=
E(x)
Linksschiefe Verteilung
A
g /
X
<
S
% S
<
(8]
2]
£
[
= /
_”—A—/—///

E(x)

% vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 168/169.
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Rechtsschiefe Verteilung

Wahrscheinlichkeit

S

E(X)

X

Abbildung 5: Verteilungsfunktionen

Bei einer genugend grof3en Anzahl von Zufallsvariablen néhert sich jede Verteilung
nach dem zentralen Grenzwertsatz der Statistik asymptotisch einer Normalvertei-
lung an."” Somit kann die zweiseitige Abweichung von der erwarteten Rendite als
Risikomal? verwendet werden. Dies entspricht bei einer Normalverteilung der Va-

rianz var(R).*®

3.2 Diversifikation und Markowitz-Effiziente Portfolios

Ziel der Diversifikation von Anlagekapital auf mehrere Werte bzw. die Bildung von
Portfolios ist die Reduktion des Risikos ohne Schmalerung der Rendite. Ein uner-
wartetes Ergebnis ergaben Auswertungen historischer Daten bzgl. der Rendite

diversifizierter Portfolios:

Obwohl die Varianz der Rendite und damit das Risiko eines einzelnen Titels gro-
Rer als die des Portfolios ist, liegt die durchschnittliche Rendite des Portfolios tber

der des einzelnen Titels.**

Die Erklarung fir dieses Ergebnis basiert auf der Feststellung, daf sich das Risi-

ko eines Wertpapieres in zwei Risikoarten aufspalten lait:*

" vgl. Bleymiiller, J. / Gehlert, G. / Gulicher, H. (1992): S. 78.
8 vgl. Nowak, Th. (1994): S. 8,9.

¥ vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 171.

2 vgl. Nowak, Th. (1994): S. 11.
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- Das systematische, nicht diversifizierbare Risiko.
Dieser Teil des Risikos bildet das Marktrisiko ab.

- Das unsystematische, diversifizierbare Risiko.
Es bildet das dem Wertpapier eigene Risiko ab.

Das unsystematische Risiko kann durch Kombination von Wertpapieren in einem

Portfolio minimiert bzw. bei optimaler Kombination eliminiert werden.

Die Diversifikation wie oben beschrieben fuhrt zu der Konstruktion eines Portfolios
mit der héchsten zu erwartenden Rendite bei gegebenem Risiko, d.h. bei gege-
bener Varianz. Ein solches Portfolio wird als Markowitz-Effizientes Portfolio be-

zeichnet.*

Mit den oben angegebenen Definitionen” fiir Portfoliorendite und —varianz lassen

sich Markowitz-Effiziente Portfolien konstruieren.

Die Menge aller zulassigen Portfolios stellt Abbildung 6 dar. Unter den in Kapitel
3.1 getroffenen Annahmen bezlglich dem Anleger ergibt sich, dal3 effiziente Port-
folios auf der Effizienzkurve, welche in der Abbildung fett ausgezogen ist, liegen.
Zu jedem Portfolio unterhalb der Effizienzkurve laf3t sich ein Portfolio mit gleichem
Risiko jedoch mit héherer Rendite auf der Effizienzkurve finden. Relevant fr einen

Anleger sind deshalb nur jene Portfolios, die auf der Effizienzkurve liegen.

21 vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 176.
2 Vgl. Gleichung 2-15 und Gleichung 2-17.
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Rendite
A
Effizienzlinie

Menge aller
moglichen
Portfolios

v

Risiko
Abbildung 6: Effizienzkurve

Um eine optimale Vermogensaufteilung zu ermitteln, setzt Markowitz zusatzlich

folgende Pramissen voraus:
Transaktionskosten und Steuern existieren nicht.
Alle Wertpapiere sind beliebig teilbar.
Es werden nur zwei Perioden betrachtet (Zwei-Perioden-Modell).

Unter diesen Pramissen und den Formeln fir die erwarteten Renditen
(Gleichung 2-15) sowie dem Risiko (Gleichung 2-17) leitet Markowitz die darge-

stellte Effizienzkurve ab.

Dieser Sachverhalt soll am Zwei-Anlagen-Fall verdeutlicht werden:

ﬁp :alﬁl +a2§2

va(R)) =a, va(R)+a,” va(R,) + 2aa,00v(R, R,)

Um dem Manko der geringen Anschaulichkeit zu begegnen, wird die Kovarianz

durch den Korrelationskoeffizienten substituiert.

16




o = SRR
¥ dd(R)std(R,)

Gleichung 3-1

Damit ergibt sich die Varianz zu:

va(R) =a,’var(R) +a, va(R,) + 2aa,3d(R)std(R, )k, ,

Gleichung 3-2

Rendite
A

Effizienzlinie

Menge aller
moglichen
Portfolios

[
Ll

Risiko
Abbildung 7: Effizienzkurven bei verschiedenen Korrelationskoeffizienten.?

Nachfolgend werden die drei markanten Félle unterschiedlicher Korrelations-

koeffizienten in ihrer Wirkung auf die Portfoliorendite und das -risiko erlautert.

ki,=1 Die Aufteilung des Vermdgens fihrt nicht zu einer Verringerung des
Portfoliorisikos, da es sich additiv aus den gewichteten Einzelstandar-
dabweichungen errechnet. Der graphische Verlauf der Effizienzkurve
entspricht der Verbindungslinie in Abbildung 7 zwischen den Punkten A
und B.

% Quelle: Steiner, M. / Bruns, Chr. (1994): S. 6.
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ki,=0 Die effizienten Portfolien liegen auf der Verbindungslinie zwischen D

und B.

ki,=-1 Im Punkt C ist eine vollstandige Elimination des Portfoliorisikos mog-
lich. Die effizienten Portfolien liegen auf der Verbindungslinie zwischen
Cund B.

Die Wahl des Portfolios auf der Effizienzkurve hangt von der Risikoneigung und

damit von der individuellen Nutzenkurve des Anlegers ab.

3.3 Mathematisches Modell zur Herleitung der Diversifikation

Die Erkenntnisse aus den vorhergehenden Kapiteln lassen sich durch ein mathe-
matisches Modell fir die Diversifikation erklaren.>® Das Modell basiert auf den

Annahmen:

Es werden k Basiswertpapiere mit der linear unabhangigen Ruckzahlungsmatrix

(i:‘Z*n Z*lsl;I ézll lel;l (Aéen elsl;l
*_e M UO e: . M U e: . u_
Z* = tgtae: g=Lte

e - a é
€Z*K1 Z*KSH gKl ZKSH @Kl eKSH

Gleichung 3-3

definiert. Dabei beschreibt die Matrix Z die Rickzahlungen, welche durch das
oben spezifizierte systematische Risiko bestimmt werden. Durch die Matrix e
werden die durch das unsystematische Risiko bedingten Ruckzahlungen be-

schrieben.

In der Nachfolgenden Modellbeschreibung wird der einfacheren Darstellung halber

die Matrixschreibweise fur Ruckzahlungen, Preise und Anteile verwendet.

Mit den durch die Riuckzahlungsmatrix Z spezifizierten Basiswertpapieren lassen
sich linear abhéngige Portfolios bilden, deren Ruckflisse folgendermal3en defi-

niert sind:

#vgl. Milne, F. (1995): S. 71-74.
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éall alKl;l
=€ U e g .
F=a: . g frFa-Zta-e
8 o Al
Gleichung 3-4

Die Portfoliopreise kénnen mittels Arbitragepreisbildung bestimmt werden: *°

F K

p=ap
Gleichung 3-5

Durch Umformung von Gleichung 3-4 erhalt man:

a-Z=F-a-e€
Z=a'-F-e°R-F-e
mit

R=a"

Gleichung 3-6

Analog zu Gleichung 3-5 kénnen die Basiswertpapierpreise durch die Preise der

Portfolien ausgedrickt werden:
pK - B . pF _ pe
Gleichung 3-7

Zur Erklarung der Diversifikation sind weitere Annahmen Uber die Struktur der
e- Matrix und der Einstellungen der Anleger bezlglich undiversifizierter Portfolios
erforderlich. Das betrachtete Wirtschaftssystem besteht aus den Rickzahlungen
definiert durch die Matrizen Z, F und e, deren Preise durch Arbitrage gebildet wer-

den.

Damit haben die Anleger die Mdglichkeit Portfolios zu bilden welche ausschliel3-
lich aus den linear abhangigen Wertpapierkombinationen mit der Matrix F beste-

hen. Aus diesen Portfolios wird der Anleger diejenigen auswahlen, die die Bedin-

gung

® vgl. Kapitel 2.3.
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Gleichung 3-8
maoglichst gut erfillen, d.h. die unsystematischen Rickzahlungen wegdiversifizie-
ren.

Eine weitere Annahme ist die Existenz von rickzahlungsaquivalenten Portfolios,

die in zwei Klassen eingeteilt werden:
1. Portfolios mit unsystematischem Risiko

2. Portfolios ohne unsystematisches (d.h. wegdiversifiziertem, vgl. Gleichung 3-8)

Risiko.
Mit der Nutzenfunktion kann dies folgendermalf3en beschrieben werden:
V(x,ar - F+a,-¢)<V(x,a;-F)
Gleichung 3-9
Unter der letzten Annahme dal3 V() differenzierbar ist, kann der zu beweisende

Sachverhalt aufgeftihrt werden. Fiur einen Anleger, der oben angegebene Annah-

men erflllt und ein diversifizierbares Portfolio im Optimum halt, gilt:

pe:O um pK :B' pF
Gleichung 3-10

Der Beweis kann folgendermal3en gefluhrt werden:

Wenn ein Anleger ein diversifiziertes Portfolio (a ) halt, dann vermindert er seinen
Nutzen durch zusétzliches Halten eines undiversifizierten Portfolios (a .).?° Das be-
deutet, dal3 die partielle Ableitung von V() nach a. im Optimum gleich Null sein
mulf3.

W(Xoiae' e+a‘F i F) =0
fla.

% vgl. Gleichung 3-9.
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Bedient man sich der Langrange-Funktion, dann gilt unter der Verwendung der

Variablen | als Langrange-Multiplikator im Optimum die Gleichung:*’

o

=lp® ;1 >0
Ta, g

Gleichung 3-11

woraus folgt:

p® =0 und
pK :B'pF

Gleichung 3-12

Aus dem oben gefiihrten Beweis ergibt sich die Schluf3folgerung, daf3 in einem

Marktgleichgewicht alle Anleger diversifizierte Portfolien halten.

Gleichung 3-12 wird als allgemeine Arbitrage Pricing Theory (APT) bezeichnet.”®

?"'vgl. Varian, H. (1994): S. 502 und Milne, F. (1995): S. 72f.
% vgl. Milne, F. (1995): S. 73.
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4 Kapitalmarkttheorie

Die Modelle der Kapitalmarkttheorie gehen davon aus, daf3 fur die Preisfindung
von Wertpapieren den Parametern Rendite und Risiko eine zentrale Stellung zu-
kommt.”® Im Vordergrund der Betrachtung steht die Erklarung der Abweichungen
zwischen der zu erwartenden Rendite eines Wertpapieres und dessen Risiko.
Welche Rendite bei welchem Risiko erwartet werden darf, versuchen die Modelle

der Kapitalmarkttheorie auf unterschiedliche Weise zu klaren.

Nachfolgend werden in Kapitel 4.1 allgemeine Annahmen der Kapitalmarkttheorie
beschrieben. Anschlie3end werden die Modelle des Capitel Asset Pricing Models
(CAPM), Kapitel 4.2, und der Arbitrage Pricing Theorie (APT), Kapitel 4.3, darge-

stellt.

41 Allgemeine Annahmen

Die Kapitalmarkttheorie setzt einige Annahmen Uber das Verhalten der Anleger
und die Funktionsweise der Kapitalmarkte voraus. Diese Annahmen mussen ge-
macht werden, um die Theorien mittels eines mathematischen Modells beschrei-

ben zu konnen.*
Annahmen tber das Verhalten der Anleger:**
Annahme 1: Die Anleger begriinden ihre Entscheidungen auf zwei Parametern:
1. Die zu erwartende Rendite des Wertpapiers
2. Das erwartete Risiko gemessen an der Varianz der Rendite

Aus diesen Kriterien folgt, dafd die Anleger nur bereit sind ein gré3eres Risiko
einzugehen, wenn sie hierdurch eine héhere Rendite erwarten. Dieses Anle-

gerverhalten wird als Risikoaversion bezeichnet.

# vqgl. Steiner, M. / Bruns, Chr. (1994): S. 16.

¥ vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 188,189 sowie zu den allgemeinen Annahmen uber
Kapitalmarkte auch Merton, C. (1973): S. 868,869.

% Die Annahmen (iber das Verhalten der Anleger wurden schon im Kapitel 3 getroffen und sind an
dieser Stelle nur der Vollstandigkeit halber noch einmal erwahnt.
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Annahme 2: Die Kapitalmarkttheorie setzt voraus, dal3 risikoaverse Anleger
die Methode der Diversifikation zur Minimierung des Risikos des Gesamt-
portfolios kennen und verwenden.

Annahme 3: Die Kapitalmarkttheorie setzt homogene Erwartungen der Anleger

bezuiglich der Wertpapierrendite voraus (Informationseffizienzhypothese®?).

Annahmen Uber die Kapitalmarkte

Annahme 4: Es besteht ein funktionierender Wettbewerb auf dem Kapital-
markt. Dies bedeutet, dal} es eine sehr grol3e Anzahl von Marktteilnehmern
gibt, die nur Uber geringe Marktanteile verfiigen, so dal3 der Marktpreis als
exogen vorgegeben behandelt werden kann, keiner der Marktteilnehmer kann

den Marktpreis durch seine Transaktionen beeinflussen.

Annahme 5: Es gibt keine Transaktionskosten und sonstigen Marktbeschran-
kungen. Der An- und Verkaufspreis fur ein Wertpapier ist identisch, so daf}
keine risikolosen Arbitragegewinne moglich sind (Transaktionskosteneffizi-

enz*®).

Annahme 6: Es existiert ein risikoloses Wertpapier, in das der Anleger inve-
stieren kann. Zugleich kann der Anleger Geld zum Zinssatz des Risikolosen

Wertpapieres an Kapitalmarkt aufnehmen.

4.2 Das Capital Asset Pricing Model

Das von Sharpe, Mossin und Lintner entwickelte CAPM baut auf den Erkenntnis-
sen der Portfoliotheorie auf.>* Dabei wurde der Kerngedanke der Portfoliotheorie
aufgegriffen, demzufolge das unsystematische Risiko wegdiversivizierbar ist und
deshalb nicht das Gesamtrisiko eines Wertpapiers fur dessen Bewertung aus-

schlaggebend ist. Offen geblieben sind in der Portfoliotheorie aber die Fragen:*

¥ Vgl. Bundesbank 4/98: S. 64.

¥ vgl. Bundesbank 4/98: S. 64.

¥ vgl. Steiner, M. / Bruns, Chr. (1994): S. 16

® vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 189ff
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- Welche Rendite kann von einem Portfolio im Kapitalmarktgleichgewicht erwartet
werden, wenn das Portfolio aus risikolosen und risikobehafteten Wertpapieren

zusammengesetzt werden kann?
Die Anwort auf diese Frage liefert die Kapitalmarktlinie.

- Welcher Gleichgewichtspreis ist einem zum Portfolio gehérenden Wertpapier

zuzumessen und welches Risiko ist fur ein solches Wertpapier relevant?

Diese Frage wird durch die Wertpapierlinie beantwortet.

4.2.1 Die Kapitalmarktlinie

Unter der Annahme, daf3 der Anleger das ihm zur Verfligung stehende Kapital auf
eine risikolose Anlagemdglichkeit und ein risikobehaftetes Wertpapierportfolio
aufteilen kann, kann er jede beliebige Rendite-Risiko-Kombination zwischen der
risikolosen Anlagemdglichkeit und dem Markowitz-Effizienten Portfolio realisieren.
Im folgenden wird diese Kombination als der Zwei-Anlage-Fall bezeichnet. Diese
individuellen Anlegerportfolios konnen gemal der Portfoliotheorie Uberall auf der
Effizienzkurve liegen.*® Graphisch ergeben sich die individuellen Portfoliogeraden
durch die Verbindung des Achsenabschnitts R; (Rendite des risikofreien Wertpa-
piers) auf der Ordinate mit den individuellen Portfolios auf der Effizienzkurve. Wie
Abbildung 8 zeigt werden jedoch alle mdglichen Kombinationen hinsichtlich der
Risikoeffizienz von einer Effizienzgeraden dominiert. Diese Gerade wird als die
Kapitalmarktlinie bezeichnet und ist durch die Punkte R und M determiniert. Das
durch den Tangentialpunkt zwischen der Geraten und der Effizienzkurve riskanter
Portfolios bestimmte Portfolio M wird im weiteren als das Marktportfolio bezeich-
net. Dieses Portfolio ist vollstandig diversifiziert. Alle Anleger halten daher eine
Linearkombination aus diesem Portfolio und dem risikolosen Wertpapier. Dies
folgt unmittelbar aus den oben gemachten Annahmen (insbesondere den Annah-
men 2, 3 und 6).

% vgl. Steiner, M. / Bruns, Chr. (1994): S. 17.
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A Kapitalmarktlinie
F’c\4
Rm
Ry Effizienzlinie
&
>
var(Rm) var(R)

Abbildung 8: Kapitalmarktlinie.

Portfolios die in Abbildung 8 links von Punkt M (z.B. Portfolio Pg) liegen sind eine
Kombination aus risikoloser Anlagemdglichkeit und risikobehaftetem Wertpapier-
portfolio. Durch die Mdéglichkeit der Mittelaufnahme kdnnen auch Rendite-Risiko-

Kombinationen, die rechts von Punkt M (z.B. Portfolio Pc) liegen realisiert wer-

den.®’

Unter den oben aufgefiihrten Annahmen (Zwei-Anlage-Fall, homogene Erwar-
tungshaltung) laft sich die Gleichung der Kapitalmarktlinie folgendermalf3en her-

leiten:

artam=1

mit

as = Anteil des risikolosen Vermdgensgegenstandes am Gesamtportfolio

anm = Anteil des risikobehafteten Vermoégensgegenstandes am Gesamtportfolio

Die erwartete Portfoliorendite ergibt sich zu:

% vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 190.
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ey
[

= a; R + a,%Rn

R +a X RwR,)

ey
I

Die Portfoliovarianz ergibt sich mit Gleichung 2-17 und Gleichung 3-1 zu:

var(R,) = ai var(Ry) + an var(Ry) + 2 asanm std(Ry) std(Ry) Kim

Gleichung 4-1

Da die Varianz des risikolosen Anlagewertes mit der Rendite Ry und die Korrelati-
on zwischen dem risikolosen Anlagewert und dem Marktportfolio null ist, verein-

facht sich die Gleichung zur Berechnung der Portfoliovarianz zu:
var(R,) = a,’ var(Ry) bzw.
std(Rp) = amstd(Rm)

Diese Gleichung besagt, dal’ die Portfoliovarianz in Zwei-Anlagen-Fall von der

gewichteten Varianz des Marktportfolios abhangt.

Mit am = std(Rp) / std(Rr) ergibt sich die erwartete Portfoliorendite zu:

= - R +(Rm'Rf)

p =R oud
SR, )

Gleichung 4-2

Aus der Kapitalmarktlinie ist ersichtlich, daf’ ein Investor fur seine Bereitschaft Ri-

siko zu tragen eine Pramie von

( Em'Rf )
~— adR,)
$d(R,,)

erwarten darf.

Das Marktportfolio umfaldt samtliche am Markt gehandelten Anlagen. Aufgrund der
Annahme homogenen Erwartungen hat das Marktportfolio gegeniber einem be-
liebigen Portfolio nach der Portfoliotheorie den Vorteil, daf3 alle Anleger anstatt
eines individuellen Portfolios die gleiche Portfoliozusammensetzung haben. Le-

diglich die Gewichte zwischen risikoloser Anlage und Marktportfolio stellen sich

26




gemald der individuellen Risikobereitschaft der Anleger ein. Die optimale Vermo-
gensaufteilung eines Anlegers ergibt sich damit aus der Lage des Tangential-
punktes zwischen der Kapitalmarktlinie und den Isonutzenkurven des Anlegers
(vgl. Abbildung 9). Aus Abbildung 9 ist ersichtlich, daf3 das Portfolio P, gegeniber
dem Portfolio P, ein hoheres Risiko und damit eine hohere erwartete Rendite be-

sitzt.3®

Isonutzenkurven

~
Tk

Kapitalmarktlinie

P1

R

»

var(Ry)

Abbildung 9: Das optimale Portfolio bei Vorliegen der Kapitalmarktlinie.*

4.2.2 Die Wertpapierlinie

Mit der Wertpapierlinie wird die Frage nach dem Preis einzelner Wertpapiere des
Marktportfolios im Kapitalmarktgleichgewicht beantwortet. Der Gleichgewicht-
spreis eines Wertpapieres wird auf der Basis des Marktportfolios bestimmt. Da
jedes Wertpapier im Marktportfolio geman seinem Anteil am Gesamtumlauf aller

Wertpapiere vertreten ist, kann sein Wert in Relation zu diesem ausgedrtckt wer-

¥ vgl. Steiner, M. / Bruns, Chr. (1994): S. 19.
¥ Quelle: Steiner, M. / Bruns, Chr. (1994): S.22.
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den. Als Mal3stab flir die Preisbestimmung wird die Rendite des Wertpapieres

verwendet.*°

Zur Preisbestimmung unter Gleichgewicht wird ein Portfolio aus a Teilen des
Wertpapiers i und (1-a) Teilen des Marktportfolios M gebildet. Dies entspricht ei-
nem Zwei-Anlagen-Fall der Portfoliotheorie, d.h. die dort entwickelten Gleichungen
zur Rendite und Risikobestimmung konnen fur diesen Fall analog angewendet

werden.*!

ﬁp =—a XF% +(1- a)XFQM
$d(R,) =[a?va(R) +(1- a)?war(R,) +2>a x1- a) oov(R,R,)

Gleichung 4-3

Leitet man beide Gleichungen nach dem Portfolioanteil a ab, lassen sich die
Auswirkungen einer Variation des Anteil des Wertpapiers i auf die Portfoliorendite

und das Portfoliorisiko feststellen:

dsdR) _ avaR)- (@- Yva(R,)+oov(R,R,) L 2)
da  Jfa’va(R)+(@- a)*wa(R,)+2a 1- a) <ov(R, R,)

Gleichung 4-4
Bei einer Preisbestimmung im Gleichgewicht muf3 der Portfolioanteil des Wertpa-
pieres i auf Null gesetzt werden. Dies laf3t sich wie folgt begriinden:

Das Wertpapier i ist im Gleichgewicht mit einem Anteil a im Marktportfolio

enthalten.

Alle Investoren halten im Gleichgewicht eine Linearkombination aus Markt-

portfolio und risikoloser Anleihe.

“0vgl. Steiner, M. / Bruns, Chr. (1994): S. 20ff. und Vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S.
199ff.

“vgl. Gleichung 2-15 und Gleichung 2-17.
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Jede zusatzliche Nachfrage nach dem Wertpapier i wirde demgemal ein ULh-
gleichgewicht bewirken, welches zu einem anderen Gleichgewichtspreis fuhren

wirde.

Daraus folgt fur die Ableitungen:

dR,
da

dstd(R,)|  _ cov(R,Ry) - va(R,)
da |, std(Ry)

Gleichung 4-5

Das Austauschverhaltnis zwischen Rendite und Risiko wird durch die Division der

verbliebenen Ableitungen dargestellt.

dRp/da | _ R - R
dstd(R,)/da | [cov(R.R,)- var(R,)]/std(R,)

Gleichung 4-6

Die rechte Seite der Gleichung 4-6 stellt das Austauschverhaltnis zwischen Risiko
und Rendite im Marktportfolio dar (a=0 !). Der Wert des Terms muf3 somit gleich
der Steigung der Effizienzlinie im Punkt M sein, welche der Steigung der Kapital-
marktlinie entspricht.* Folglich lassen sich die Steigung der Kapitalmarktgeraden

und das Austauschverhaltnis von Risiko und Rendite gleichsetzen:

Ru - R, _ R - Ru
sd(R,) [cov(R,R,)- va(R,)]/std(R,)

Gleichung 4-7

Durch Auflésung nach der Renditeerwartung des Wertpapiers i erhalt man die

Wertpapierlinie, die auch als Security Market Line (SML) bezeichnet wird:

“2vgl. Abbildung 8.
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R =R, +(Ru-R,) CO\\I/E(I‘?RMR;A)

Gleichung 4-8

Diese Gleichung besagt, daf} sich die Rendite fir ein einzelnes risikobehaftetes
Wertpapier im Kapitalmarktgleichgewicht aus einem risikolosen Zinssatz R und
einer Risikopramie zusammensetzt. Die Risikopramie ergibt sich aus dem Markt-
preis des Risikos multipliziert mit der Hohe des Risikos, das durch den Ausdruck
cov(Ri,Ru)var(Ry) gemessen wird. Zu beachten ist der die Hohe des Risikos

ausdrickende Term:

Die Rendite des einzelnen Wertpapiers bestimmt sich nicht nach dem Risiko des
Wertpapiers selbst, sondern ausschlie3lich aus dem Verhaltnis der Kovarianz zwi-

schen dem Wertpapier und dem Marktportfolio zu der Varianz des Marktportfolios.

Dieses Mal} fur die Risikohohe wird durch den sogenannten Beta-Faktor ausge-

drickt:

b = VR.R,)
- va(Ry)
Gleichung 4-9

Daraus folgt die mathematische Standardgleichung des CAPM:

30




R =R, +(Rw - R,)*,

Gleichung 4-10

Wertpapierlinie

i /

Abbildung 10: Wertpapierlinie.

Abbildung 10 zeigt beispielhaft den Verlauf einer Wertpapierlinie. Sie beantwortet
auf der Basis der Kapitalmarktlinie wie ein einzelnes Wertpapier im Marktportfolio
zu bewerten ist. Zusammenfassend ist festzuhalten, dal3 bei einer Preisbestim-
mung mittels des CAPM nur das systematische Risiko vergutet wird, da das unsy-

stematische Risiko in einem Portfolio wegdiversifizierbar ist.

4.3 Die Arbitrage Pricing Theory

Einen anderen Ansatz als den des CAPM geht die Arbitrage Pricing Theory
(APT). Hierbei wird davon ausgegangen, dal3 der Preis eines Wertpapieres linear
von H ,Faktoren* abhéngt. Der Unterschied zum CAPM liegt darin, dal3 die Ren-
dite eines Wertpapiers gemall dem CAPM ausschlie3lich von dem systemati-
schen Marktrisiko und dem unsystematischen Risiko des Wertpapiers selbst ab-
hangt. Diese Annahme wird im APT durch die H Faktoren verallgemeinert. Vor-
stellbar sind dabei sowohl makro- als auch mikrookonomische Faktoren. Bei ma-
krodkonomischen Faktoren ist an Inflations-, Zins- und Konjunkturentwicklung, O-

preise, Arbeitslosigkeit, etc. zu denken. Mikro6konomische Faktoren kénnen sein:
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Unternehmensgro3e, Verschuldungsgrad, Kurs-Gewinn-Verhdltnis, Dividenden-

rendite, etc.*®

Damit kann das CAPM als ein Spezialfall der APT angesehen werden.
Die APT geht von folgender grundlegender Annahme aus:

Im Marktgleichgewicht missen die Arbitragebedingungen

dald das System ist in sich geschlossen ist und es somit, es gibt keinen exter-

nen (Geld-)Mittelzuflul3 gibt sowie
die Unmaglichkeit der Realisierung risikoloser Arbitragegewinne
erfullt sein.

Die allgemeine Gleichung der APT lautet:

b, ;X +e

Q)ox

R=R+

j=1

R : Zufdlige Rendite desi- ten Wertpapiers

F, 1 ]- ter Faktor

b, ; - Sengtivit & desi- ten Wertpapier s beziiglich dem j- ten Faktor
e : Unsysemat ische Rendite

Gleichung 4-11

Die Herleitung der APT soll an einem Beispiel mit drei Wertpapieren verdeutlicht

werden. Hierbei wird die Anderung der Rendite bei einer Umschichtung zwischen

den Portfoliowertpapieren betrachtet.

“\Vgl. Steiner, M. / Bruns, Chr.: S. 24ff.
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Dﬁp = D\/l X_Rl + DV2 Xﬁz + [ D\/l ><bl,l + D\/Z be,l] I:1 + [Dvl ><bl,2 + DV2 ><b2,2 I:2 +
[ D\/l >el + DV2 >e2]

Gleichung 4-12

DV; sind hierbei die auf den Gesamtwert des Portfolios bezogenen, relativen,
durch die Umschichtung des Portfolios bedingten, Anderungen des i-ten Wertpa-

piers.

Gleichung 4-12 zeigt, daR die Anderung der Portfoliorendite vom systematischen
und vom unsystematischen Risiko abhangt. Wie in Kapitel 3.2 gezeigt wurde, kann
das unsystematische Risiko durch eine ausreichend grof3e Anzahl Wertpapiere

eliminiert werden. Damit vereinfacht sich Gleichung 4-12 zu:

DR, = DV, xR + DV, xRz + [ DV, b, + DV, %, |F, + [DV, xb,, + DV, %0, , |F,

Gleichung 4-13

Unter Bertcksichtigung der Annahme, daf3 Arbitragegewinne nicht moglich sind,
darf sich das systematische Risiko beziiglich eines Faktors bei einer Portfolioum-
bildung nicht andern. Daher muf3 gelten:

DV, %b,, +DV, xb,, =0

F20
DV, %, , + DV, xb,, =0

Damit reduziert sich Gleichung 4-13 zu:

DR, = DV, xR. + DV, xR:

Gleichung 4-14

Aufgrund der Annahme eines abgeschlossenen Systems mussen sich auch die

Anderungen DV; gegenseitig aufheben, so daR:

DV1+DV2 =0
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Weiterhin darf durch die Umschichtung innerhalb des Portfolios die Rendite des

Gesamtportfolios nicht mehr steigen:**

DV, xR, + DV, xR, = 0

Gleichung 4-15

Fur ein Arbitrageportfolio mit den genannten Eigenschaften gelingt es, die als
Grundgleichung der APT bekannte Formel fur die Rendite einzelner Wertpapiere
bzw. fiir Wertpapierportfolios im Kapitalmarktgleichgewicht abzuleiten.** Diese

lautet fur H Faktoren:

— H —
R :Rf +é.bi,j>(RFJ - Rf)

j=1

Rr - R; : Riskopram ie des j - ten renditebestimmenden Faktors

Gleichung 4-16: APT-Modell.

4.4  Grundlagen der mehrperiodischen Betrachtung

Die bisherigen Ausfuhrungen erfolgten unter der Restriktion eines Zwei-Perioden-
Modells. Die Anwendung eines Zwei-Perioden-Modells in der Praxis fuhrt unver-
meidbar zu Approximationsfehlern. Durch eine mehrperiodische Betrachtung las-
sen sich diese Fehler vermeiden. In diesem Kapital soll daher ein einfihrender
Uberblick tber die Preisbildung unter Berticksichtigung von mehreren Perioden

gegeben werden.

Zur Veranschaulichung wird das in Kapitel 2.2 dargestellte Zwei-Perioden-Modell
beispielhaft in ein Drei-Perioden-Modell unter Unsicherheit erweitert (vgl.
Abbildung 11). Die Indizierung eines Zustandes erfolgt mit %, wobei s dem Zu-
stand und t der Periode entspricht. Daraus laf3t sich die mit Preisen versehene

Arrow-Debreu-Rlckzahlungsmatrix formulieren. Die Spalten repréasentieren die

“Vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 208.
> \Vgl. Steiner, M. / Bruns, Chr. (1994): S. 26.
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jeweiligen Wertpapiere, die Zeilen die Rickzahlungen in Abhangigkeit von der

betrachteten Periode und dem betrachteten Zustand (vgl. Abbildung 12).

X12
X11

X22

X
0

X32
X21

X42

Abbildung 11: Drei-Perioden-Marktmodell.

Wertpapiere

11 21 12 22 32 42

t0 10 [-p11) -p(1) -p(12) -p(22) -p(32) -p(42)
t1 |11 |1 0 0 0 0 0
21 |0 1 0 0 0 0
t2 [12 |0 0 1 0 0 0
22 |0 0 0 1 0 0
32 |0 0 0 0 1 0
42 |0 0 0 0 0 1

Abbildung 12: Arrow-Debreu-Riickzahlungsmatrix.*

Das Konsumentenproblem kann folgendermal3en formuliert werden:

“ Quelle: Milne, F. (1995): S. 90.
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Max U(x)
Mit der Nebenbedingung

Xx=x+R-a und

a’ =[a(11),...,a(42)]

Die Bedingung fiir die Losung des Konsumentenproblems lautet:*’
NUR =0

Gleichung 4-17

Dies bedeutet, dal? fur alle Konsumenten die Grenzrate der Substitution gleich und
somit ein Pareto-Optimaler Zustand erreicht ist. Dabei ist NU gleich dem Arrow-

Debreu-Preisvektor p.*®

Auf Grundlage der Basis Arrow-Debreu-Welt kann der Preis fur ein weiteres
Wertpapier k, welches zum ersten mal im Zustand 11 zum Preis p(11) gehandelt
wird und die Auszahlungen R(12) und R¢(22) bei den entsprechenden Zustanden

hat, wie folgt ermittelt werden:

Das Wertpapier k hat den Auszahlungsvektor:

k
11 | -pk(11)
21 |0
12 | Rk(12)
22 |Rk(22)
32 |0
42 |0

Aus Gleichung 4-17 folgt fur die um das Wertpapier k erweiterte Riickzahlungs-

matrix fur das Wertpapier k:

p'R=0

“"vgl. Milne, F. (1995): S. 90.
“vgl. Milne, F. (1995): S. 91.
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Durch Ausmultiplizieren der Matrizen lal3t sich der Preis fur das Wertpapier ermit-

teln:*°

P(11)p(11) = p(12)R(12)+ p(22)R(22)

1= 22 g 10y K g (55
P =L R +ZEIR(2)

Gleichung 4-18

Die Verallgemeinerung des Modells erfolgt durch die Addition weiterer Auszah-

lungsvektoren zu der Riickzahlungsmatrix sowie durch das Hinzufligen eines ,Han-

delswertes* in den Vektor a.>°

“vgl. Milne, F. (1995): S. 92.
* vgl. Milne, F. (1995): S. 92.
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5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden aufbauend auf den Erkenntnissen der Portfoliotheorie,
deren zentrales Thema die Konstruktion effizienter Portfolios unter der Annahme

risikoaverser Investoren ist, Kapitalmarktmodelle beschrieben.

Durch die Einfiihrung eines risikolosen Wertpapiers liegen alle effizienten Portfoli-
en auf der Kapitalmarktlinie, welche eine Linearkombination aus risikofreiem

Wertpapier und Marktportfolio darstellt.

Die Beschreibung der Kapitalmarkitheorie erfolgt anhand der Grundmodelle
CAPM und APT. Das CAPM ist ein Modell zur Beschreibung des Verhaltnisses
zwischen Risiko und Rendite. Hierbei wird von folgenden Annahmen ausgegan-

gen:>*

Einen Investition hat sich nach den Gro3en Risiko und Rendite auszurichten.
Entscheidungsrelevant fur die Aufnahme eines Wertpapieres in ein Portfolio ist
nicht das individuelle Risiko des Wertpapiers sondern die Veranderung des
Portfoliorisikos durch die Aufnahme des Wertpapieres.

Risiko kann in zwei Kategorien aufgeteilt werden: Systematisches und unsy-
stematisches Risiko.

Die Renditeerwartungen eines Investors durfen sich nur auf das systematische

Risiko stitzen.

Die Reduzierung der Erklarung von Wertpapierrenditen auf einen Faktor (Rendite
und Risiko des Marktportfolios) im Rahmen des CAPM hat zur Entwicklung der
APT gefuhrt. Das Fundament der APT ist ein in sich geschlossenes Arbitragege-
baude, in welchem das Risiko eines Wertpapieres durch mehrere Faktoren abge-
bildet wird.

Die Bericksichtigung von Zeithorizonteffekten erfolgt in mehrperiodischen Model-
len, deren Gegenstand exemplarisch anhand der Erweiterung des Zwei-Perioden-

Modells aufgezeigt wurde.

*l vgl. Fabozzi, F. / Modigliani, F. (1996): S. 211.
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